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§ 1. Abbildungen

Wir beginnen mit der Klarung des Abbildungsbegriffes.

(1.1) DEF: M und N seien nichtleere Mengen. Eine Abbildung f von M nach N (in
Zeichen: f : M — N) ordnet jedem Element aus M genau ein Element aus N zu.

Bezeichnungen: Ist f : M —— N eine Abbildung, so heifit M der Definitionsbereich
von f und IN der Wertebereich von f.

Wird dem Element & € M durch f das Element y aus N zugeordnet, so nennt man y den
Bildwert von x unter f und schreibt y = f(x) oder x — y.

Ist y ein Element aus IN, so heifit jedes Element @ € M mit y = f(x) ein Urbild von y
unter f.

(1.2) BEISPIELE: b) Ist M eine nichtleere Menge, so heifit die Abbildung
idyy: M — M, x — x, die identische Abbildung auf M .

(1.3) DEF: Zwei Abbildungen f : M — N und g : M’ — N’ heiflen gleich
(in Zeichen: f = g), wenn gilt
1) M=M 2) N=N’ 3) f(x)=g(x) firallex € M.

demselben Definitionsbereich und demselben Wertebereich, so gilt:

Achtung: Sind f,g : M — N zwei Abbildungen mit
f#g <= esgibteinxyg € M mit f(xo) # g(xo) . A

(1.4) DEF: Sind f : M — N und g : N — P Abbildungen, so ist die Abbildung
go f: M — P definiert durch

(g0 £)(@) == g(f(x)) (tiiralle @ € M)
g o f heifit die Hintereinanderausfithrung (oder Verkettung) von f und g.

dem Definitionsbereich von g iibereinstimmt. g o f wird gebildet, indem

Achtung: g o f ist nur definiert, wenn der Wertebereich von f mit
zuerst f und dann g ausgefithrt wird. A

(1.5) SATZ: a) Fiir Abbildungen f: M — N, g: N — P und h: P — Q gilt

(hog)of = ho(gof)
d.h. es gilt das Assoziativgesetz fiir die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen.
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b) Fir Abbildungen f,g : M —— M gilt nicht notwendig g o f = f o g, d.h. das
Kommutativgesetz gilt i.a. nicht fiir die die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen.

c) Ist f: M — N eine Abbildung, so gilt foidy = fund idyo f = f.

(1.6) DEF: Eine Abbildung f : M — N heiit injektiv, wenn jedes Element aus N
hochstens ein Urbild unter f in M besitzt.

(1.7) SATZ: Kriterium fiir die Injektivitat

Fiir eine Abbildung f : M —— IN sind folgende Aussagen dquivalent:
a) f ist injektiv

b) Fir alle z, 2’ € M mit x # «’ folgt f(x) # f(x)

c) Firalle z, 2’ € M mit f(x) = f(a’) folgt = = a’.

Achtung: Fiir eine Abbildung f: M — N gilt automatisch
fir alle z, " € M mit x = ' folgt f(x) = f(z'), A
da eine Abbildung durch eine eindeutige Zuordnungsvorschrift definiert ist.
(1.8) SATZ: Fiir Abbildungen f : M — N und g: N — P gilt:
a) Sind f und g injektiv, so ist auch g o f injektiv.

b) Ist go f injektiv, so ist auch f injektiv.

c) Ist go f injektiv, so mufl g nicht injektiv sein.

(1.9) DEF: Eine Abbildung f : M —— N heifit surjektiv, wenn jedes Element aus N
mindestens ein Urbild unter f in M besitzt.

(1.10) SATZ: Kriterium fiir die Surjektivitat

Fiir eine Abbildung f : M —— IN sind folgende Aussagen adquivalent:
a) f ist surjektiv
b) Zujedem y € N gibt es mindestens ein x € M mit y = f(x).

(1.11) SATZ: Fiir Abbildungen f : M — N und g: N — P gilt:

a) Sind f und g surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.
b) Ist go f surjektiv, so ist auch g surjektiv.

c) Ist go f surjektiv, so mufl f nicht surjektiv sein.

(1.12) DEF: Eine Abbildung f : M — N heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv
ist.
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(1.13) SATZ: Kriterium fiir die Bijektivitat

Fiir eine Abbildung f : M —— N sind folgende Aussagen aquivalent:
a) f ist bijektiv

b) Jedes Element aus IN besitzt unter f genau ein Urbild in M

c) zujedem y € N gibt es genau ein € € M mit y = f(x).

(1.14) SATZ: Fir Abbildungen f: M — N und g: N — P gilt:

a) Sind f und g bijektiv, so ist auch g o f bijektiv.
b) Ist go f bijektiv, so ist f injektiv und g surjektiv.
c) Ist go f bijektiv, so miissen f oder g nicht bijektiv sein.

(1.15) SATZ: f: M — N sei eine bijektive Abbildung. Dann gilt:
a) Es gibt eine Abbildung g : N — M | die durch die Vorschrift

yeEN: g(y)=z€eM : < f(z)=y

definiert ist (d.h. g bildet ein Element y € N auf das eindeutig bestimmte Urbild von y unter
f ab).

b) go f =idy und fog =idn

c) Ist h: N — M eine Abbildung mit der Eigenschaft ho f =idps und foh =idy,
so folgt h =g.

(1.16) FOLGERUNG: Fiir eine Abbildung f : M —— N sind folgende Aussagen
aquivalent:

a) f ist bijektiv
b) Es gibt eine Abbildung g : N —— M mit der Eigenschaft g o f = idy; und
fog=idn.

(1.17) DEF: Ist f: M — N eine bijektive Abbildung, so heiit die eindeutig bestimmte
Abbildung g : N — M mit go f =idpys und fog = idy die Umkehrabbildung
von f.

Bezeichnung: ¢ = f~!.

Achtung: Nur eine bijektive Abbildung besitzt eine Umkehrabbildung.

(1.18) SATZ: a) Die identische Abbildung idps : M —— M ist bijektiv, und es gilt
idyy = idar.
b) Sind f: M — N und g : N — P bijektive Abbildungen, so ist auch die
Hintereinanderausfithrung g o f bijektiv, und es gilt

(gof)™ = flog™. Achte auf die Reihenfolge!
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c) Ist die Abbildung f : M —— N bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~! :
N —— M bijektiv, und es gilt
(fH™" =rf.

(1.19) SATZ: Fiir eine Abbildung f : M — N sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist injektiv
b) Es gibt eine Abbildung g : N — M mit der Eigenschaft g o f = idy,.

(1.20) SATZ: Fiir eine Abbildung f : M — N sind folgende Aussagen dquival ent:

a) f ist surjektiv
b) Es gibt eine Abbildung h : N — M mit der Eigenschaft f oh = idy.

Fiir eine endliche Menge M bezeichne |M | die Anzahl der Elemente von M .Es gilt |@] = 0,
und die leere Menge ist die einzige Menge mit 0 Elementen. Wir betrachten im folgenden nur
nichtleere endliche Mengen.

(1.21) SATZ: M und N seien endliche Mengen, und f : M —— N sei eine Abbildung.
Dann gilt:

a) Ist f: M — N injektiv, so folgt |M| < |N|
b) Ist f: M — N surjektiv, so folgt |M| > |N|
c) Ist f: M — N bijektiv, so folgt |[M| = |N].

(1.22) SATZ: M und N seien endliche Mengen mit |M| = |N|,und f: M — N sei
eine Abbildung. Dann gilt:

a) Ist f: M — N injektiv, so folgt, daBB f bijektiv ist
b) Ist f: M — N surjektiv, so folgt, daBl f bijektiv ist.

(1.23) SATZ: M und N seien endliche Mengen. Dann ist die Anzahl aller Abbildungen von
M nach N gleich

|N|IMI_

(1.24) SATZ: M und N seien endliche Mengen mit |M| = |N|. Dann ist die Anzahl
aller bijektiven Abbildungen von M nach IN gleich

IM|! (| M| Fakultit) .

Fiir eine natiirliche Zahl n € N ist n! (liess m—Fakultat) definiert als das Produkt der
natiirlichen Zahlen von 1 bis n, d.h.



